1. Derivadas usando diferencias finitas

1.1. Derivadas primeras

Dado que la derivada primera es un operador antisimétrico con respecto a la transformacién x —
—x, nos limitamos a férmulas completamente antisimétricas.
a1 (wjt1 — uj—1) + az(ujro —uj—2) + ..

D; = - -, (1)

cuyos autovalores para una autofunciéon

(b;k) = exp(ilAcscj) = exp(ikj), donde k = kh, (2)

son o
o= El Zam sin(mk). (3)

Para obtener los coeficientes ‘6ptimos’ a,,, desarrollamos (3) en serie de Taylor e intentamos
cancelar cuantos mas términos posibles de la differencia entre (3), y el autovalor exacto que, para
la derivada primera, es
~ ik
6 =ik = —. 4
. (@)
El desarrollo de (3) no tiene més que potencias impares de k, con lo que serd posible, con una
molécula de 2N + 1 puntos, utilizando N coeficientes, cancelar las primeras 2N — 1 potencias de
k, y el error de truncacién serd proporcional a k?N*1/h = (kh)*N*1/h = O(h*N). Este serd el
maximo orden de consistencia posible con esta molécula.

Los coeficientes de las férmulas de los primeros 6rdenes son

n ‘ ay as as ‘ error
1]1/2 h?
2 2/3 -1/12 ht
313/4 -3/20 1/60 | S

La férmula equivalente para diferencias finitas compactas es

S

M N
Dj + Z bm(Dj+m + Djfm) = Z an(ujJrn - ujfn) (5)
m=1 n=1

que implica resolver para cada evaluaciéon un sistema linear con una banda de anchura 2M + 1.
Los autovalores correspondientes son

2 N a,sin(nk)
7= M
1423, _ by cos(mk)

(6)

Procediendo como antes, tenemos en este caso N + M coeficientes a nuestra disposicién, lo cual
nos permite conseguir un error de consistencia O(h2(N+M)). Tos coeficientes correspondientes a los
casos mas sencillos, utilizando N = M, son

n ‘ ai as as ‘ by b b3 ‘ error
1 3/4 1/4 h*
2 | 20/27 25/216 4/9 1/36 h®
3| 21/32 231/1000 49/1000 | 9/16 9/100 1/400 | h!2
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Figura 1: Numeros de onda modificados para las tres primeras aproximaciones de la derivada
primera, utilizando, —— , diferencias finitas; -—-- , diferencias compactas. La linea diagonal de
puntos seria el resultado exacto.

Es costumbre presentar los errores de un operador aproximado en funcién de la diferencia entre
el nimero de onda k, y un nimero de onda ‘efectivo’ k’, que es el que genera el mismo autovalor
para el operador exacto. Asi, para el caso de la derivada primera, se define por la relacién

o(k) = ik’ /h. (7)

Los nimeros de onda modificados para las aproximaciones descritas en esta seccién se presentan
en la figura 1.

Es importante observar que todos los autovalores aproximados se anulan para k = m. Esto es
consecuencia de la simetria impuesta a las férmulas aproximadas, que hemos elegido igual a la
del operador exacto. Consideremos el comportamiento del resultado del operador bajo la reflexion
L = {x — —z}. Al cambiar la direccién de la variable independiente debe de cumplirse que
D Lu = —Du, pero, por otra parte, el efecto de la reflexién en la autofuncién (2) es equivalente a
su conjugaciéon compleja, por lo que los autovalores deben cumplir,

0" =—o. (8)

Es decir, los autovalores deben ser en este caso imaginarios puros, lo que se cumple en (5). Pero, al
ser D un operador real, sélo puede generar autovalores complejos sobre autofunciones complejas.
En los casos particulares k = 0, donde QS;O) =1,y k = m, donde ¢§7T) = (=1)7, las autofunciones
son reales, y el unico autovalor posible es nulo.

Otra forma de llegar al mismo resultado es observar que la autofuncién ¢(™), que es simétrica
alrededor de cualquier punto de colocacion, no puede dar nunca un resultado distinto de cero por
la aplicaciéon de un operador antisimétrico.

En el caso extremo de una derivada espectral, que es exacta para todos los nimeros de onda, el
comportamiento anémalo de k = 7 sigue existiendo, y es necesario asegurar explicitamente que ese
armonico se mantiene igual a cero para cualquier ecuaciéon con términos advectivos impares.



1.2. Derivadas segundas

Las aproximaciones numéricas deben ser, en este caso, simétricas, para ajustarse a la simetria de
la derivada segunda, y tienen la forma

N
D; = agtj + 3,y C;Lr;(uﬁn + Uj—n) 9)

para diferencias finitas, y

M N

2 : Aoty + 3y n(Ujrn + Uj—n)
Dj + b7n(Dj+7rL + Dj—?n) - J L J J (10)
m=1

B2
para diferencias compactas, que dan lugar a autovalores

1 ap+2 Zﬁf:l ay, cos(nk)
h? 1425" | by, cos(mk)

y deben aproximar al autovalor exacto R
6=k (12)

El desarrollo de (11) tiene en este caso sélo potencias pares, por lo que el maximo orden posible
de consistencia serd, O(k2(N+TM)+2) — Q(R2(N+M)) 1,05 coeficientes para los primeros érdenes de
diferencias finitas son

n ‘ ap al a2 as ‘ error
1 -2 1 h?
2 -5/2  4/3  -1/12 h*
3 |-49/18 3/2 -3/20 1/90 | hS

mientras que las formulas para las diferencias compactas se complican rapidamente, y la tnica til
es el caso N = M =1, cuyos coeficientes son

n ‘ ag ai ‘ by ‘ error
1 ‘ -12/5 6/5 ‘ 1/10 ‘ Bt

El niimero de onda efectivo, que se define en este caso como
o(k) = —k?/h?, (13)

se presenta en la figura 2 para estas cuatro aproximaciones.
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Figura 2: Numeros de onda modificados para las tres primeras aproximaciones de la derivada
segunda, utilizando, —— , diferencias finitas; ---- , diferencias compactas (N = M = 1). La
linea diagonal de puntos seria el resultado exacto.
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Figura 3: Ntumeros de onda modificados para la derivada primera, utilizando diferencias finitas
compactas con (N = M = 1). El error de consistencia se ha fijado en O(h?), y el coeficiente
b1 = 0,2(0,05)0,4 se ha utilizado para variar la resolucién del operador. El operador con b; = 0,25
tiene orden de consistencia O(h®), mientras que b; = 0,5 darfa lugar a un operador singular en
k = m, al anularse el denominador de (5). La linea diagonal de puntos seria el resultado exacto.



